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Première partie
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Chapitre Premier

Intégrale Généralisée

La notion d'intégrale de Riemann a été introduite dans le cadre des fonctions bornées

dé�nies sur un intervalle fermé borné. L'objet de ce chapitre est d'étendre cette notion

par "passage à la limite" au cas des fonctions dé�nie sur un intervalle non-borné ou des

fonctions non-bornées.

1.1 Rappels sur les limites

Dé�nition 1.1.1 Lorsque F est une fonction de [a,+∞[ ( resp ] −∞, a] ) dans R, on
dit que F tend vers une limite �nie quand n tend vers +∞ ( resp. −∞ ) s'il existe un
réel L qui possède la propriété suivante :
Pour chaque réel ε > 0 , il existe un réel x0 > a ( rep. x0 ≤ a ) tel que, pour chaque
x > x0 ( rep. x ≤ x0 ) , on a |L− F (x)| ≤ ε.

Remarque 1.1.1 Le nombre L est unique et L = limx→+∞ F (x) ( rep. L = limx→−∞ F (x)

)

Théorème 1.1.1 Soit F une fonction de [a,+∞[ dans R. Si F est croissante majorée (
resp. décroissante minorée ) alors F tend vers supx≥a F (x) ( rep. infx≥a F (x) ).

Théorème 1.1.2 Soient λ un réel, F et G deux fonctions de [a,+∞[ dans R possedant
chacune une limite �nie quand x→ +∞. Alors

i) limx→+∞(λF (x) +G(x)) existe et est �nie ; on a

lim
x→+∞

(λF (x) +G(x)) = λ lim
x→+∞

F (x) + lim
x→+∞

G(x)

ii) s'il existe b > a tel que ∀x ≥ b, F (x) ≤ G(x), alors

lim
x→+∞

F (x) ≤ lim
x→+∞

G(x)
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4 Prémière généralisation : intervalle d'intégration non-borné

Critère de Cauchy : Soit F une fonction de [a,+∞] dans R ; alors F possède une

limite �nie quand x → +∞ si, et seulement si, pour chaque réel ε > 0 il existe un réel

x0 ≥ a tel que x, y ≥ x0. On a |F (x)− F (y)| ≤ ε.

Dé�nition 1.1.2 (fonction continue par morceau )
Soient a, b ∈ R tels que a < b. On dit qu'une fonction f de [a, b] dans R est continue par
morceau s'il existe une subdivision t0 = a < t1 < ... < tN−1 < tN = 1 de [a, b] telle que
f est continue sur chacun des intervalles ]ti−1, ti[ (1 ≤ i < N), f possède une limite à
droite �nie et une limite à gauche �nie en chaque point tk pour 1 ≤ k ≤ N −1, une limite
à droite �nie en a et une limite à gauche �nie en b.

Exemple 1.1.1 La fonction f de [0, 1] dans R dé�nie par

f(x) =


0 si x = 0

1 si x = 1/2

2x+ 1 si 0 < x < 1/2

−x si 1/2 < x ≤ 1

est continue par morceaux.

1.2 Prémière généralisation : intervalle d'intégration non-

borné

Notons f , g et h,... des fonctions dé�nies sur [a,+∞[ et à valeurs réelles.

On suppose que ∀b > a les fonctions sont continues par morceaux sur l'intervalle [a, b].

On dé�nit l'application

F : C(1)([a,+∞[) −→ C(1)([a,+∞[)

f 7−→ F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

Dé�nition 1.2.1 On dit que l'intégrale
∫ +∞

a

f(t)dt est convergente si la fonction asso-

ciée F tend vers une limite �nie quand x tend vers +∞. Dans ce cas on note :∫ +∞

a

f(t)dt = lim
x→+∞

∫ x

a

f(t)dt.

Cette limite est appelée l'intégrale de f sur [a,+∞[. Si lim
x→+∞

∫ x

a

f(x)dt n'existe pas, elle

n'est pas convergente ; alors elle diverge. Lorsque F → +∞ ( ou −∞), on écrit∫ +∞

a

f(t)dt = +∞ ou
∫ +∞

a

f(t)dt = −∞.
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5

Proposition 1.2.1 Soient λ ∈ R, f, g deux fonctions de [a,+∞[ dont les intégrales∫ +∞

a

f(t)dt et
∫ +∞

a

g(t)dt sont convergentes. Alors :

a)
∫ +∞

a

(λf(t) + g(t))dt est convergente et

∫ +∞

a

(λf(t) + g(t))dt = λ

∫ +∞

a

f(t)dt+

∫ +∞

a

g(t)dt

b) si ∀t ≥ a, f(t) ≤ g(t) =⇒
∫ +∞

a

f(t)dt ≤
∫ +∞

a

g(t)dt.

Exemple 1.2.1 Etudier, en fonction du réel α, de la convergence de
∫ +∞

1

dt

tα
. La fonction

qui est sous le symbole d'intégration est continue. Soit x un réel ≥ 1. Nous avons

∫ x

1

dt

tα
=


Log x si α = 1[
t1−α

1− α

]x
1

=
1

1− α

[
1

xα−1
− 1

]
si α 6= 1.

il s'ensuit que :

�
∫ +∞

1

dt

tα
converge si α > 1 et dans ce cas

∫ +∞

1

dt

tα
=

1

α− 1
,

�
∫ +∞

1

dt

tα
diverge si α ≤ 1.

Théorème 1.2.1 Si f ; [a,+∞[−→ [0,+∞[. Alors
∫ +∞

a

f(t)dt est convergente si, et

seulement si, la fonction associée F (x) =

∫ x

a

f(t)dt est majorée.

Preuve
On constate que la fonction f ne prend que des valeurs positives ; alors F est croissante.

Puis on utilise le théorème sur l'exsitence des limites pour les fonctions monotones bornées.

�.

L'une des méthodes utilisées pour étudier la convergence d'une intégrale consiste à

comparer la fonction considérée à une fonction connue.

Théorème 1.2.2 Si f, g : [a,+∞[−→ [0,+∞[ telles que ∀t ≥ a, on a f(t) ≤ g(t)

implique que si
∫ +∞

a

g(t)dt converge alors
∫ +∞

a

f(t)dt converge.

∫ +∞

a

f(t)dt diverge =⇒
∫ +∞

a

g(t)dt diverge.
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6 Prémière généralisation : intervalle d'intégration non-borné

Preuve

On a évidemment, ∀x ≥ a,

∫ x

a

f(t)dt ≤
∫ x

a

g(t)dt. Cette dernière fonction étant majorée,

la fonction F l'est aussi. �.

Théorème 1.2.3 Si f, g : [a,+∞[−→ [0,+∞[ telles que f ∼ g au voisinage de +∞.

Alors
∫ +∞

a

f(t)dt converge si, et seulement si,
∫ +∞

a

g(t)dt converge.

Preuve
Les deux fonctions f et g étant équivalentes au voisinage de +∞, il existe un réel b ≥ a

et une fonction ε : [b,+∞[−→ R qui tend vers 0 quand t tend vers +∞ telle que, pour

chaque t ≥ b, on f(t) = (1 + ε(t))g(t). On pourra alors trouver un réel c ≥ b tel que pour

t ≥ c ,on a |ε(t)| ≤ 1

2
. Il est alors clair que, sous la même condition,

1

2
g(t) ≤ f(t) ≤ 3

2
g(t).

On conclut en utilisant le théorème précédent. �.

Critère de Cauchy pour la convergence des intégrales : Soit f : [a,+∞[→ R.∫ +∞

a

f(x)dt converge si, et seulement si, ∀ε > 0, ∃x0 ≥ a tel que ∀x, y ≥ x0, on a∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ < ε.

Exemple 1.2.2 Etude de la convergence de l'intégrale
∫ +∞

0

cos(t2)dt.

La fonction qui est sous le signe d'intégration est continue. Nous allons appliquer le critère
de Cauchy pour les intégrales. Soient 0 < x < y, nous avons, en e�ectuant le chagement
de variable associé à la fonction de classe C1 dé�nie pour tout réel u > 0 par ψ(u) =

√
u,

puis une intégration par parties∫ y

x

cos(t2)dt =

∫ y2

x2

cos u

2
√
u
du =

sin(y2)

2y
− sin(x2)

2x
+

1

4

∫ y2

x2

sin u

u
3
2

du

donc ∣∣∣∣∫ y

x

cos(t2)dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2y
+

1

2x
+

1

4

∫ y2

x2

du

u
3
2

≤ 1

x
+

1

4

∫ y2

x2

du

u
3
2

.

On conclut en utilisant le critère de Cauchy de convergence des intégrales.

Dé�nition 1.2.2 f : [a,+∞[→ R, on dit que l'intégrale
∫ +∞

a

f(t)dt est absolument

convergente si l'intégrale
∫ +∞

a

|f(t)|dt est convergente.
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Théorème 1.2.4 f : [a,+∞[ dans R avec
∫ +∞

a

f(t)dt est absolument convergente,

alors
∫ +∞
a

f(t)dt est convergente et∣∣∣∣∫ +∞

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

a

|f(t)|dt

Preuve
Soient a ≤ x ≤ y. Nous avons ∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|f(t)|dt.

Puisque l'intégrale
∫ +∞
a

f(t)dt est absolument convergente, étant donné un réel ε > 0 il

existe un réel x0 ≥ a tel que, pour chaque x0 ≤ x ≤ y, on a∫ y

x

|f(t)| dt ≤ ε donc

∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ε.

�.

Dé�nition 1.2.3 Lorsque
∫ +∞

a

f(t)dt converge sans être absolument convergente, on dit

qu'elle est semi-convergente.

Exemple 1.2.3 L'intégrale
∫ +∞

0

sin t

t
dt est semi-convergente.

Théorème 1.2.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz )

f, g ∈ C(1)([a,+∞[) telles que
∫ +∞

a

(f(t)2dt et
∫ +∞

a

(g(t))2dt soient convergentes. Alors

l'intégrale
∫ +∞

a

f(t)g(t)dt est absolument convergente et

∫ +∞

a

|f(t)g(t)| dt ≤
[∫ +∞

a

(f(t))2dt

]1/2 [∫ +∞

a

(g(t)2dt

]1/2

1.3 Deuxième généralisation : intégrale des fonctions

non-bornées

Dé�nition 1.3.1 Soit f ]a, b] −→ R, on dit que l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt est convergente (

ou bien converge ) si la fonction F dé�nie sur ]a, b] par F (x) =

∫ b

x

f(t)dt tend vers une

limite �nie quand x tend vers a.
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8 Deuxième généralisation : intégrale des fonctions non-bornées

Le nombre lim
x→a

∫ b

a

f(t)dt est appelé l'intégrale de f sur ]a, b]. Une intégrale non conver-

gente est dite divergente.
∫ b

a

f(t)dt est absolument convergente si
∫ b

a

|f(t)|dt est conver-
gente. Une intégrale qui est convergente sans être absolument convergente est dite semi-
convergente.

Exemple 1.3.1 Pour chaque réel α la fonction qui, à chaque réel t ∈]0, 1], associe
1

tα
est

continue sur ]0, 1]. Sa primitive est la fonction
1

(1− α)tα−1
si α 6= 1 et Log t si α = 1.

On déduit alors que ∫ 1

0

dt

tα
converge, si et seulement si, α < 1.

Remarque 1.3.1 a) Lorsque f est bornée sur l'intervalle ]a, b], l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt

est convergente.

b) La nature de l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt ne depend que du comportement de la fonction

f au voisinage de a.

∀c ∈]a, b], l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt converge si, et seulement si, l'intégrale
∫ c

a

f(t)dt

converge.

Théorème 1.3.1 f, g : ]a, b] −→ R et λ ∈ R. On suppose que
∫ b

a

f(t)dt et
∫ b

a

f(t)dt

convergent. Alors
∫ b
a
(λf(t) + g(t))dt converge et∫ b

a

(λf(t) + g(t))dt = λ

∫ b

a

f(t)dt+

∫ b

a

g(t)dt

Théorème 1.3.2 Soit f : ]a, b] −→ [0,+∞[. Alors
∫ b

a

f(t)dt converge si, et seulement

si, F (x) =

∫ b

x

f(t)dt est majorée.

Preuve
La décroissance de la fonction F mène à la conclusion. �

Théorème 1.3.3 Soient f, g : ]a, b] −→ [0,+∞[ telles que ∀t ∈]a, b], on a f(t) ≤ g(t).

Alors,
∫ b

a

g(t)dt converge =⇒
∫ b

a

g(t)dt converge.

M. DOSSO, mouhamadou.dosso@univ-fhb.edu.ci c©Version 2015 UNIVAC-ENS ()

DELL
Highlight

DELL
Highlight

DELL
Highlight

DELL
Highlight



9

Preuve
Pour chaque x ∈]a, b],

F (x) =

∫ b

x

f(t)dt ≤ G(x) =

∫ b

x

g(t)dt.

La fonction G étant majorée par hypothèse il s'ensuit que la fonction F est, elle aussi,

majorée d'où la convergence de

∫ b

a

f(t)dt. �.

Ce théorème montre que les intégrales de deux fonctions équivalentes au voisinage de a

qui gardent un signe constant sont de même nature.

Théorème 1.3.4 f, g : ]a, b]→ [0,+∞[ telles que f ∼ g quand ( x→ a). Alors∫ b

a

f(t)dt converge ⇔
∫ b

a

g(t)dt converge.

Exemple 1.3.2 Etude de la convergence de
∫ 1

0

dt√
t(1 + t2)

. La fonction qui est sous le

signe d'intégration est continue sur ]0, 1] et ne prend évidemment que des valeurs ≥ 0.
On a

1√
t(1 + t2)

∼ 1√
t

(t→ 0).

La convergence de l'intégrale
∫ 1

0

dt√
t
entraine la convergence de l'intégrale considérée.

(Critère de Cauchy pour la convergence des intégrales )

Si f est dé�nie sur ]a, b] ;

∫ b

a

f(t)dt converge ⇔ ∀ε > 0, ∃x0 ∈]a, b] tel que ∀x, y véri-

�ant a < x < y ≤ x0 =⇒
∣∣∫ y
x
f(y)dt

∣∣ ≤ ε

Théorème 1.3.5 Soit f une fonction dé�nie sur ]a, b]. Alors,
∫ b

a

|f(t)| dt converge =⇒∫ b

a

(f(t))dt converge et ∣∣∣∣∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt.

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction dé�nie sur ]a, b]. On dit que l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt

est absolument convergente si l'intégrale
∫ b

a

|f(t)| dt est convergente. Une intégrale qui est
convergente sans être absolument convergente est dite semi-convergente.
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10 Deuxième généralisation : intégrale des fonctions non-bornées

Théorème 1.3.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz )

Soient f et g deux fonctions dé�nies sur ]a, b] telles que
∫ b

a

(f(t))2dt et
∫ b

a

(f(t))2dt

soient convergentes, alors
∫ b

a

f(t)g(t)dt est absolument convergente et

∫ b

a

|f(t)g(t)| dt ≤
[∫ b

a

(f(t))2dt

]1/2 [∫ b

a

(g(t))2dt

]1/2

Dé�nition 1.3.3 Lorsque f est une fonction dé�nie sur ]−∞,+∞[, continue par mor-

ceaux sur chaque intervalle [a, b], on dit que l'intégrale
∫ +∞

−∞
f(t)dt est convergente si, pour

un réel c, les deux intégrales
∫ c

−∞
f(t)dt et

∫ +∞

c

f(t)dt sont simultanémént convergentes.

Exemple 1.3.3 L'intégrale
∫ +∞

−∞
e−t

2

dt est convergente.

Dé�nition 1.3.4 Lorsque f est une fonction dé�nie sur ]a,+∞[, continue par morceaux

sur chaque intervalle [x, y], (a < x ≤ y < ∞) on dit que l'intégrale
∫ +∞

a

f(t)dt est

convergente si, pour tout réels c ∈]a,+∞[, les deux intégrales
∫ c

a

f(t)dt et
∫ +∞

c

f(t)dt

sont simultanément convergentes.

Exemple 1.3.4 L'intégrale
∫ +∞

0

e−t√
t
est convergente.

Dé�nition 1.3.5 soit f une fonction dé�nie sur ]a, b[, continue par morceaux sur chaque

intervalle [x, y], ( a < x ≤ y < b ) on dit que
∫ b

a

f(t)dt est convergente si, et seulement

si, ∀c ∈]a, b],
∫ c

a

f(t)dt et
∫ b

c

f(t)dt sont simultanement convergentes.

Exemple 1.3.5 L'intégrale
∫ 1

−1

1√
1− t2

dt est convergente.

Exemple 1.3.6 (Fonction Gamma Γ)

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt

Soit α ∈ R.

· Si α ≥ 1, la fonction tα−1e−t est continue sur [0,+∞[.
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· Si 0 < α < 1, la fonction tα−1e−t est dé�nie et continue sur ]0,+∞[ et tα−1e−t ∼
1

t1−α
au voisinage de 0 avec 1− α < 1.

Donc ∀α > 0 et ∀a > 0, l'intégrale
∫ a

0

tα−1e−tdt existe soit comme une intégrale de

Riemann ordinaire lorsque α ≥ 1, soit comme une intégrale généralisée lorsque 0 < α < 1.

On a t2tα−1e−t −→ 0 au voisinage de +∞ =⇒
∫ +∞

0

tα−1e−tdt converge car ∃c ∈]0,+∞[

tel que ∀t ≥ c, t2tα−1e−t < 1 =⇒ tα−1e−t < 1
t2

=⇒
∫ +∞

c

tα−1e−tdt <

∫ +∞

c

1

t2
dt et qui

est convergente.

Remarques 1.3.1

� Pour chaque réel α > 0 on a αΓ(α) = Γ(α + 1).
� Pour tout entier n ≥ 1 on a Γ(n) = (n− 1)!.
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Chapitre Deux

Séries Numériques

2.1 Dé�nitions et premières propriétés

Dé�nition 2.1.1 Soit une suite (xn)n≥1 de nombres réels ou de complexes.

a) A cette suite, on associe la suite (Sk)k≥1 ( ou (Sk)k≥0) telle que

∀k ∈ N∗, Sk = x1 + x2 + ...+ xk (ou bien Sk = x0 + x1 + ...+ xk)

Le nombre Sk est appelé la somme partielle de rang k de la série de terme général
xk.

b) On dit que la série de terme général xn converge lorsque (Sk)k≥1 converge. La

limite S de Sk est appelée la somme de la série et on la note
+∞∑
n=1

xn ; Le nombre

rn = S − Sn est appelé le reste de rang n.

c) La série de somme partielle Sk diverge lorsqu'elle n'est pas convergente.

Proposition 2.1.1 (Critère de Cauchy)
La série de terme général xn est convergente si, et seulement si, ∀ε > 0, ∃N ∈ N/N ≤
n < m on a

|Sm − Sn| = |xn+1 + xn+2 + ...+ xm| ≤ ε

Preuve
On utilise le critère de Cauchy pour les suites de réels ou de complexes : une suite converge

si, et seulement si, elle est de Cauchy. �

Remarque 2.1.1 Si la série de terme général xn converge, alors la suite (xn)n −→ 0

lorsque n→ +∞.
Autrement dit si xn 6→ 0 alors Sn ne converge pas.

Proposition 2.1.2 Soient (xn)n≥1 et (yn)n≥1 deux suites :

a) Si ces deux suites prennent la même valeur à partir d'un certain entier N , alors,∑
n≥1

xn converge si, et seulement si,
∑
n≥1

yn converge.
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14 Séries à termes réels positifs

b) Si
∑
n≥1

xn et
∑
n≥1

yn convergent, alors la série de terme général λxn + yn converge

∀λ ∈ C (ou R) et
+∞∑
n=1

(λxn + yn) = λ
+∞∑
n=1

xn +
+∞∑
n=1

yn.

2.2 Séries à termes réels positifs

Nous rasemblons dans ce théorème ci-dessous quelques propriétés importantes de

convergence des séries à termes positives.

Théorème 2.2.1

a) Si xn ≥ 0, ∀n,
∑
n≥0

xn converge si, et seulement si, (Sk)k≥0 est majorée.

b) Soient xn ≥ 0 et yn ≥ 0 ∀n et

b-1) Si ∀n, xn ≤ yn, alors
∑
n≥0

yn converge ⇒
∑
n≥0

xn converge.

b-2) Si xn ∼ yn (n→ +∞)

Alors,
∑
n≥0

xn converge ⇐⇒
∑
n≥0

yn converge.

c) Soit f une fonction décroissante de [1,+∞[→ [0,+∞[ la série de terme général

xn = f(n) converge si, et seulement si, l'intégrale
∫ +∞

1

f(t)dt est convergente.

d) Soit (xn)n une suite de réels ≥ 0.

i) S'il existe α > 1 tel que la suite (nαxn)n est majorée , alors
∑
n≥0

xn converge

ii) S'il existe α ≤ 1 et c > 0 tels que la suite (nαxn)n est minorée par c, alors∑
n≥0

xn diverge.

Théorème 2.2.2 (Règle de Cauchy )
Soit (xn)n≥1 sune suite de réels positifs.

a) S'il existe a < 1 et N ∈ N tels que ∀n ≥ N , on a

(xn)1/n ≤ a⇒
∑
n≥0

xn converge.

b) Si ∀n ∈ N, (xn)1/n > 1 =⇒
∑

n≥0 xn diverge

c) Si (xn)1/n = 1, on ne peut conclure.
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Preuve
Dans l'hypothèse a) on a 0 ≤ xn ≤ an pour n ≥ N d'où la convergence de la série par

comparaison avec le terme général d'une série géométrique de raison a ∈ [0, 1[.

Dans l'hypothèse b) la série diverge car son terme général ne tend pas vers 0. �.

Remarque 2.2.1 La règle de Cauchy peut être formulée en utilisant L = lim
n→+∞

sup(xn)
1
n .

� Si L < 1 la série de terme général xn est convergente.
� Si L > 1 la série de terme général xn est divergente.
� Si L = 1 il est impossible de conclure.

Exemple 2.2.1 Lorsque xn =
1

n
, la série de terme général xn diverge et on a lim

n→+∞

1

n
1
n

= 1.

Lorsque xn =
1

n2
, la série de terme général xn converge et on a limn→+∞

1

n
2
n

= 1.

Exemple 2.2.2 Etudions, en fonction du réel x > 0, la nature de la série de terme
général

xn =

(
2n− 1

n+ 1

)2n

xn.

On a

(xn)
1
n =

(
2n− 1

n+ 1

)2

x et lim
n→+∞

(xn)
1
n = 4x.

Lorsque x <
1

4
la série est convergente, lorsque x >

1

4
la série est divergente, lorsque

x =
1

4
on a

xn =

(
2n− 1

2n+ 2

)2n

=

(
1− 3

2n+ 2

)2n

donc lim
n→+∞

xn = e−3, et la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0.

Théorème 2.2.3 (Règle de d'Alembert )
Soit (xn)n une suite de réels positifs

a) s'il existe a < 1 et N ∈ N tel que ∀n ≥ N , on a
xn+1

xn
≤ a⇒

∑
n≥0

xn converge

b) s'il existe M ∈ N tel que ∀m ≥M , on a xm+1

xn
≥ 1, alors

∑
n≥0

xn diverge.

Preuve
Dans l'hypothèse a) on a, pour chaque entier n > N , 0 < xn ≤ axn−1 donc xn ≤
xN
aN

an ce qui entraine la convergence de la série considérée par comparaison avec une série

géométrique dont la raison a ∈]0, 1[.

Dans l'hypothèse b) la série est divergente car son terme général ne tend pas vers 0. �.
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16 Série absolument convergentes

Remarque 2.2.2 Notons L = lim
n→+∞

sup
xn+1

xn
et ` = lim

n→+∞
inf

xn+1

xn
.

� Lorsque L < 1 la série est convergente.
� Lorsque ` > 1 la série est divergente.

� Lorsque L = ` = 1, c'est à dire lorsque la suite

(
xn+1

xn

)
n

tend vers 1 on ne peut

conclure comme le montre les deux exemples xn =
1

n
et yn =

1

n2
.

Exemple 2.2.3 Etudions, en fonction du réel x > 0, la convergence de la série de terme
général

xn =
Log n+ 1√
n+ Log n+ 1

xn.

Nous observons que

Log n+ 1√
n+ Log n+ 1

∼ Log n√
n

lorsque n→ +∞.

Introduisons yn =
Log n√

n
xn. Il est évident que xn, yn ≥ 0 et que xn ∼ yn quand n→ +∞.

Nous avons, pour tout n ≥ 2,

yn+1

yn
=
Log(n+ 1)

Log n

√
n

n+ 1
x.

Il s'ensuit que la suite

(
yn+1

yn

)
n≥2

tend vers x quand n tend vers +∞.

La série de terme général yn est donc convergente lorsque 0 < x < 1 et divergente lorsque

x > 1. Elle est aussi divergente pour x = 1 car dans ce cas yn ≥
1√
n
pour n ≥ 3.

2.3 Série absolument convergentes

Dé�nition 2.3.1 On dit que
∑
n≥0

xn est absolument convergente si la série
∑
n≥0

|xn| converge.

Remarques 2.3.1 a) Toute série absolument convergente est convergente. Si
+∞∑
n=1

xn

est absolument convergente, alors

|
+∞∑
n=1

xn| ≤
+∞∑
n=1

|xn|.

b) Une série peut être convergent sans être absolument convergente. Une telle série
est dite semi-convergente.
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Exemple 2.3.1 La série de terme général xn = (−1)n

n
( c'est un cas de suite alternée )

Théorème 2.3.1 ( d'Abel )
Soit (xn)n≥1 une suite telle que xn = εnan. On suppose

i) ∃A > 0 tel que ∀n ≥ 1, |
∑n

n=1 an| ≤ A.

ii)
∑+∞

n=1 |(εn − εn+1)| est convergente ( absolument convergente )

iii) (εn)n≥1 → 0 lorsque n→ +∞, alors
∑

n≥1 xn est convergente.

Preuve
Nous allons montrer que la suite des sommes partielles (sn)n de la série de terme général

xn est de Cauchy. E�ectuons une transformation d' Abel de sm − sn pour n < m, nous

obtenons

|sm − sn| ≤ A[|εn+1 − εn+2|+ · · ·+ |εm−1 − εm|+ |εm|].

Donnons-nous un réel ε > 0. Il existe un entier N1 tel que p ≥ N1 implique εp ≤
ε

3A
. Il

existe un entier N2 tel que N2 ≤ p < q implique |εp+1 − εp+2| + · · · + |εq − εq+1| ≤
ε

3A
.

Pour max(N1, N2) ≤ n < m nous avons |sm − sn| ≤ ε. �

Dé�nition 2.3.2 On dit qu'une suite (xn)n de réels est alternée si, pour chaque entier
n, on a xn = (−1)|xn|.

Théorème 2.3.2 (Condition su�sante de convergence pour les séries alternées )

Soit xn une suite alternée réels. La série
∑
n≥1

xn est convergente si la suite (|xn|)n est

décroissante et converge vers 0.

Preuve
On applique le théorème d'Abel avec an = (−1)n et εn = |xn|. �

Exemple 2.3.2 � La suite

(
(−1)n√

n

)
n≥1

véri�e les hypothèses du théorème précé-

dent, la série de terme général
(−1)n√

n
est donc convergente.

� La série de terme général
(−1)n√

n
+

1

n
est divergente ; néanmoins

(−1)n√
n
∼ (−1)n√

n
+

1

n
(n→ +∞)

On a ainsi l'exemple de deux suites équivalentes au voisinage de +∞, l'une étant
le terme général d'une série convergente, l'autre non.
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18 Espaces de suites

2.4 Multiplication des séries

Nous avons plusieurs manières de dé�nir le produit de deux séries ; chacune d'entre-

elles correspondent à un objectif précis. La dé�nition suivante donne l'une des manières.

Dé�nition 2.4.1 On appelle série produit de la série de terme général xn et de la série

de terme général yn la série de terme général wn =
n∑
k=0

xkyn−k.

Théorème 2.4.1

Si
∑
n≥0

xn et
∑
n≥0

yn sont absoluments convergentes,
∑
n≥0

wn dé�nit par wn =
n∑
k=0

xkyn−k

est absolument convergente et

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

xn

)(
+∞∑
n=0

yn

)
.

Preuve

Notons un =
n∑
k=0

|xk||yn−k| Nous avons, pour un entier n quelconque, |ωn| ≤ un et

n∑
k=0

|ωk| ≤
n∑
k=0

uk =
n∑
k=0

[
k∑
l=0

|xl||yk−l|

]
≤

(
+∞∑
n=0

|xn|

)(
+∞∑
n=0

|yn|

)
(2.1)

d'où la convergence de la série de terme général un et la convergence absolue de la série

de terme général ωn.

Etablissons (2.1). Notons Wn =
n∑
i=0

ωi, Xn =
n∑
i=0

xi, Yn =
n∑
i=0

yi et Un =
n∑
i=0

ui. Nous

allons montrer que la suite (Wn −XnYn)n≥0 tend vers 0.

Notons

Cn = {(i, j); 0 ≤ i ≤ et 0 ≤ j ≤ n}
∆n = {(i, j) ∈ Cn; 0 ≤ i+ j ≤ n}

Nous avons

|Wn −XnYn| ≤
∑

(i,j)∈Cn\∆n

|xi||yj| ≤ U2n − Un

d'où le résultat car la suite (Un)n≥0 est de Cauchy. �.

2.5 Espaces de suites

Proposition 2.5.1 lp est un espace vectoriel.
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a) Pour x = (xn)n≥1 ∈ lp posons

‖x‖p =

(
+∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

lorsque 1 ≤ p < +∞

et

‖x‖∞ = sup
n
|xn|.

b) ‖ ‖p est une norme sur lp.

Proposition 2.5.2 (Inégalité de Hölder)
x = (xn)n≥1 ∈ lp et y = (yn)n≥1 ∈ lp′ où

1
p

+ 1
p′

= 1, alors

+∞∑
n=1

|xnyn| ≤ ‖x‖p‖yn‖p′ .

N.B. : l'inégalité de Cauchy-Schawarz correspond au cas p = 2.

Proposition 2.5.3 (Inégalité de Minkowski)
Soient p ≥ 1 un réel, x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ lp alors

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p.

N.B. : Pour chaque réel p ≥ 1, ‖ ‖p est une norme sur lp.
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Chapitre Trois

Suites et séries de fonctions

3.1 Convergence simple, convergence uniforme pour les

suites de fonctions

Soit A un ensemble non vide et (fn)n≥1 une suite de fonctions dé�nies sur A.

Dé�nition 3.1.1 a) On dit que la suite (fn)n est simplement convergente sur A si,
∀x ∈ A, la suite (fn(x))n converge.

b) On dit que la suite (fn)n est uniformement convergente sur A. S'il existe une
fonction f à valeurs réelles ou complexes dé�nie sur A telle que ∀ε > 0,∃N ∈ N
tel que ∀n ≥ N et ∀x ∈ A, on a |f(x)− fn(x)| ≤ ε.

Théorème 3.1.1
( Critère de Cauchy )
Une suite (fn)n de fonctions réelles ou complexe dé�nie sur un ensemble A et unifor-
mement convergente si, et seulement si, ∀ε > 0, ∃N tel que ∀x ∈ A et ∀p, q tels que
N ≤ p < q, on a |fp(x)− fq(x)| ≤ ε

Preuve

�.

Théorème 3.1.2 On suppose que (A, d) est un espace métrique et que (fn)n est une suite
de fonctions réelles ou complexes continues qui converge uniformement sur X vers une
fonction f . Alors f est continue.

Preuve

�.

Théorème 3.1.3 Soient −∞ < a < b < +∞ et (fn)n≥0 une suite de fonctions réelles ou
complexes de classe C(1). On suppose :

i) ∃x0 ∈]a, b[ tel que (fn(xn))n≥0 converge.

Séries et Intégrales généralisées M. DOSSO, mouhamadou.dosso@univ-fhb.edu.ci c©Version 2015



22 Convergence simple, convergence uniforme pour les suites de fonctions

ii) la suite (f
′
n)n est uniformement convergente sur ]a, b[ vers une fonction g.

Alors, (fn)n converge uniformement sur ]a, b] vers une fonction f qui est de classe C(1) et
qui véri�e f ′ = g.

Preuve

�.

Théorème 3.1.4 Soient −∞ < a < b < +∞, x0 ∈ [a, b] et (fn)n≥0 une suite de fonctions
réelles ou complexes continues qui converge uniformement sur [a, b] vers f . On dé�nit

F (x) =

∫ x

x0

f(t)dt et Fn(x) =

∫ x

x0

fn(t)dt sur [a, b]

Alors, (Fn(x))n converge uniformement vers F sur [a, b].

Preuve

�.

D'ou la proposition suivante des intégrale dépendant d'un paramètre )

Proposition 3.1.1 Soient f : [a, b] × [α, β] → R( ou C). Alors F (x) =
∫ b
a
f(x, t)dt est

continue

F : [α, β]→ R( ou C)

Dé�nition 3.1.2 Preuve

�. On dit que la famille d'intégrales
(∫ +∞

a
f(x, t)dx

)
t∈T

est uniformement convergente

si, et seulement si, ∀ε > 0, ∃x0 ≥ a tel que ∀t ∈ T et ∀x ≥ x0, on a

|
∫ +∞

x

f(x, t)dx| ≤ ε.

Théorème 3.1.5 ( Condition su�sante de convergence uniforme d'une famille d'inté-
grale )
S'il existe g [a,+∞[→ [0,+∞[ dont l'intégrale est convergente et tel que ∀t ∈ T et ∀x ≥ a,

on a |f(x, t)| ≤ g(x), Alors la famille d'intégrales
(∫ +∞

a
f(x, t)dx

)
t∈T

est uniformement

convergente.

Preuve

�.
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3.2 Série de fonctions

(fn)n≥1 une suite de fonctions réelles ou complexes dé�nie sur A. Soit (Sn)n≥1 telle

que Sn =
∑n

k=1 fk.

Dé�nition 3.2.1 On dit que
∑

n≥1 fn est simplement convergente sur A si la suite (Sk)n≥1

est simplement convergente.∑
n≥1 fn est uniformement convergente sur A si la suite (Sn)n≥1 est uniformement conver-

gente sur A.

Dé�nition 3.2.2 ( Critère de Cauchy )∑
n≥0 fn est uniformement convergente sur A si, et seulement si, ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗ tel

que ∀N ≤ n < m et x ∈ A, on a |
∑m

k=n+1 fk(x)| = |Sm − Sn| ≤ ε.

Théorème 3.2.1 ( Condition su�sante pour la convergence uniforme d'une série de
fonctions )
S'il existe (an)n≥0 ⊂ R telle que ∀n ∈ N et ∀x ∈ A, on a |fn(x)| ≤ an avec

∑
n≥0 an

convergente, alors
∑

n≥0 fn est uniformement convergente sur A.

Preuve

�.

Théorème 3.2.2 A 6= { } et (fn)n≥0 une suite de fonctions contiinues dé�nies sur A.
Alors, si

∑
n≥0 fn est uniformement convergente, la somme est continue.

Preuve

�.

Théorème 3.2.3 (fn)n≥1 ⊂ C(1)(]a, b[) telle que

i) ∃x0 ∈]a, b[ tel que
∑

n≥1 fn(x0) converge ;

ii)
∑

n≥0 fn est uniformement convergent sur ]a, b[ et à pour somme une fonction u.

Alors
∑

n≥0 fn est uniformement convergente sur ]a, b[, la somme S est une fonction de
classe C(1) et

+∞∑
n=1

f
′

n =

(
+∞∑
n=1

fn

)′

Preuve

�.
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24 Série de fonctions

Théorème 3.2.4 (fn)n ⊂ C(1)([a, b]) à valeur dans R ou C. On suppose que
∑

n≥0 fn
converge uniformement sur [a, b] vers une limite S. Soit x0 ∈ [a, b] et notons par Fn la
primitive de fn sur [a, b] qui s'annule en x0. Alors,

∑
n≥0 Fn converge uniformement sur

[a, b] vers
∫ x
x0
S(t)dt.

En d'autre terme : ∫ x

x0

(
+∞∑
n=1

fn(t)dt

)
=

+∞∑
n=1

(∫ x

x0

fn(t)dt

)
La convergence de la série du second membre étant uniforme sur [a, b].

Preuve

�.
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Chapitre Quatre

Séries entières

On s'intéresse aux séries de fonctions qui sont de la forme
+∞∑
n=0

anz
n où les an ∈ C et

z ∈ C ( variable ). Ces séries particulières sont appelées séries entières.

4.1 Rayon de convergence

Théorème 4.1.1 Soit
+∞∑
n=0

anz
n une série entière. Si la série converge pour un nombre

complexe z0 6= 0, alors elle est absolument convergente ∀z ∈ C véri�ant |z| < |z0|.

Preuve
La suite (anz

n
0 )n≥0 convergeant vers 0 est bornée. Il existe donc un réel K tel que pour

chaque entier n on a |anzn0 | ≤ K. Soit alors z ∈ C véri�ant |z| < |z0| ; pour chaque entier

n nous pouvons écrire

|anzn| = |anzn0 |.|
z

z0

|n ≤ K| z
z0

|n avec | z
z0

| < 1

ce qui implique évidemment la convergence absolue de la série de terme général anz
n.

�.

Théorème 4.1.2 Soit
+∞∑
n=0

anz
n une série entière. ∃R ∈ [0,+∞[, et un seul, possédant

les propriétés suivantes :

i) ∀z, véri�ant |z| < R la série est absolument convergente ;

ii) ∀z véri�ant |z| > R la série est divergente.

Preuve
Considérons l'ensemble de réels

A = {|z| tels que la série
+∞∑
n=0

anz
n converge}

Séries et Intégrales généralisées M. DOSSO, mouhamadou.dosso@univ-fhb.edu.ci c©Version 2015



26 Rayon de convergence

Cet ensemble n'est pas vide car 0 ∈ A. Si A est majoré nous posons R = sup A sinon

R = +∞. D'après le lemme d'Abel, le nombreR ainsi dé�ni possède les propriétés requises.

Il n'y a pas qu'un nombre R qui possède les propriétés i) et ii). S'il existait un second R′

tel que R < R′, pour un élément z ∈ C véri�ant R < |z| < R′, la série entière
+∞∑
n=0

anz
n

serait simultanément convergente et divergente, ce qui est absurde.

�.

Dé�nition 4.1.1 1) Étant donnée une série entière
+∞∑
n=0

anz
n, l'unique nombre R vé-

ri�ant les conditions i) et ii) du théorème précédant, est appelé rayon de conver-
gence de la série .

2) Soit la fonction
φ : C → C

z →
+∞∑
n=0

zn

n!

la fonction φ est appelée fonction exponentielle.
On le note

ez = φ(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!

3) On appelle série dérivée d'une série entière
+∞∑
n=0

anz
n, la série entière

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n.

Il s'agit de la série entière obtenue en dérivant formellement terme à terme la série
donnée.

Proposition 4.1.1

Soient
+∞∑
n=0

anz
n et

+∞∑
n=0

bnz
n deux séries entières dont les rayons de convergence respectifs

sont R et R′. Alors

i) La série entière
+∞∑
n=0

(an + bn)zn a un rayon de convergence ≥ min(R,R′).

ii) La série entière
+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k)z
n a un rayon de convergence ≥ min(R,R′).

Preuve

�.
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Théorème 4.1.3 Une série entière et sa série dérivée ont le même rayon de convergence.

Preuve

�.

4.2 Propriétés des fonctions dé�nies par une série en-

tière

Théorème 4.2.1 Soit R le rayon de convergence d'une série entière

+∞∑
n=0

anz
n = a0 + a1z + a2z

2 + ...+ anz
n + ...

Alors ∀ρ ∈ [0, R[, la série est uniformement convergeante sur D(0, ρ) ( D(0, ρ) étant le
disque ouvert centré en 0 et de rayon ρ ).

Preuve
La série de terme général αn = |an|ρn est clairement convergente. Pour z ∈ D(0, ρ) et n

entier quelconque nous avons |anzn| ≤ αn d'où le résultat d'après le théorème ??.
�.

Théorème 4.2.2 f est continue en chaque point de D(0, R).

Preuve
Etablissons la continuité de f en un point z0 ∈ D(0, R). Fixons un réel ρ tel que |z0| <
ρ < R. Toutes les fonctions sn sont continues sur Df (0, ρ) il s'ensuit d'après la remarque

précédente, que la restriction de f à D(0, ρ) est continue. Puisque z0 est un point intérieur

de Df (0, ρ), f est continue en z0 en tant que fonction dé�nie sur D(0, R).

�.

Théorème 4.2.3 Soit g la fonction dé�nie ∀x ∈] − R,R[ par g(x) =
+∞∑
n=0

anx
n. Alors g

est dérivable en chaque point x ∈]−R,R[ et

g′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + ...+ (n+ 1)an+1an+1x

n + ...

Soit f : ]−R,R[→ C par f(x) =
+∞∑
n=1

an−1

n
xn. On a ∀x ∈]−R,R[, f(x) =

∫ x

0

g(t)dt

Preuve
Il su�t d'appliquer les théorèmes correspondant sur les suites de fonctions dérivables.

�.
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28 Application sur la fonction exponentielle réelle et la fonction exponentielle complexe

Remarque 4.2.1 En appliquant succéssivement le théorème précédent à g′, g(2), g(3),...,
on en déduit que g est de classe C∞ et

a0 = g(0), a1 = g′(0), ...., an =
g(n)(0)

n!
, ....

Théorème 4.2.4 Soient

+∞∑
n=0

an = a0 + a1z + ...+ anz
n + ... et

+∞∑
n=0

bn = b0 + b1z + ...+ bnz
n + ...

deux séries entières qui ont pour rayon de convergence respectifs R > 0 et R′ > 0.
S'il existe r tel que 0 < r ≤ min(R,R′) tel que ∀z véri�ant |z| < r, on a

+∞∑
n=0

anz
n =

+∞∑
n=0

bnz
n.

Alors, pour chaque entier n ≥ 0, an = bn

Preuve
Notons u, v les fonctions dé�nies respectivement sur ]−R,R[ et ]−R,R[ par

u(x) =
+∞∑
n+0

anx
n et v(x) =

+∞∑
n=0

bnx
n.

Les fonctions u et v sont de classe C∞ et coïncident sur l'intervalle ]−r, r[, on a donc, pour

chaque entier n ≥ 0, u(n)(0) = v(n)(0) d'où le résultat d'après la remarque précédente.

En d'autre termes, deux fonctions dé�nies par des séries entières qui coïncident sur un

voisinage de 0 sont égales. �.

4.3 Application sur la fonction exponentielle réelle et

la fonction exponentielle complexe

Exemple

chz =
ez + e−z

2
= 1 +

z2

2!
+
z4

4!
+ ...+

z2n

(2n)!
+ ...

shz =
ez − e−z

2
=
z

1!
+
z3

3!
+ ...+

z2n+1

(2n+ 1)
+ ....

cosz =
eiz + e−iz

2
= 1− z2

2!
+
z4

4!
+ ...+ (−1)n

z2n

(2n)!
+ ...

sinz =
eiz − e−iz

2i
=
z

1!
− z3

3!
+ ...+ (−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
+ ...
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Chacune des séries considérées a un rayon de convergence égal à +∞. On a :

ch(z) + sh(z) =ez,

cos(z) + isin(z) =eiz,

cos(z) = ch(iz)

sin(z) =
1

i
sh(it)

4.4 Développement en série entière des fonctions usuelles

Soit f : V → R tel que V ⊂ R.
∀a ∈ V , il existe une suite (an)n≥0 ⊂ R et r > 0 tel que ∀u véri�ant |a− u| < r on a

f(u) =
+∞∑
n=0

an(u− a)n?

Exemple 4.4.1
g : R∗ → R

x 7→ 1
x

∀a ∈ R,
g(x) =

1

x
=

1

x− a+ a
=

1

a[1 + x−a
a

]

pour |x− a| < |a|, on a :

1

x
=

+∞∑
n=0

(−1)n
(x− a)n

an+1

On prend r = |a|.

Remarque 4.4.1 Les fonctions qui admettent un développement en série entières sont
nécessairement de calsse C∞ sur un voisinage de 0 et pour chaque entier n ≥ 0, an =
f (n)(0)
n!

.

Dé�nition 4.4.1 Etant donnée une fonction f dé�nie sur un voisinage de 0 et de classe

C∞, la série
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn est appelée la série de Mac Laurin de f .

Remarque 4.4.2 Soit f ∈ C∞ sur un voisinage de 0. Existe-t-il un réel r > 0 tel que la
série de Marc Laurin de f converge sur l'intervalle ]− r, r[ ?
On montre qu'il existe :

i) des fonctions f dont le rayon de convergence de la série de Marc Laurin est égal à
0.
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30 Développement en série entière des fonctions usuelles

ii) des fonctions dont le rayon de convergence de la série de Marc Laurin est > 0 ; la
fonction égale à la somme de la série de Marc Laurin étant di�érente de f .

Exemple 4.4.2 Les rayons de convergeance des séries suivantes sont tous égals à +∞.

ex =1 +
x

1!
+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ ... =

+∞∑
k=0

xk

k!

ax =exloga = 1 +
loga

1!
x+

(loga)2

2!
x2 + ...+

(loga)n

n!
xn + ... =

∞∑
k=0

(loga)k

k!
xk

chx =1 +
x1

2!
+
x4

4!
+ ...+

x2n+1

(2n+ 1)
+ ... =

+∞∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)

shx =x+
x3

3!
+
x5

5!
+ ...+

x2n+1

(2n+ 1)
+ ... =

+∞∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!

sinx =x− x3

3!
+
x5

5!
− ...+ (−1)n−1 x2n+1

(2n+ 1)
+ ... =

+∞∑
k=1

(−1)k−1x2k−1

(2k − 1)!

cosx =1− x1

2!
+
x4

4!
− ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)
+ ... =

+∞∑
k=1

(−1)k
x2k−1

(2k − 1)

Exemple 4.4.3

f : R → R

x 7→ f(x) =

{
0 si x ≤ 0

e−
1
x2 si x > 0

f ∈ C(∞) et f (n)(0), ∀n ≥ 0.
La série de Marc Laurin de f a un rayon de convergence égal à +∞. D'autre part, la
somme de cette série de Marc Laurin est la fonction égale à 0 qui est di�érente de f .

Théorème 4.4.1 (Formule de Taylor avec reste intégral )
Soit f : [a, b]→ R une fonction de classe C(n+1). Alors

f(b) = f(a) +
(b− a)

1!
f ′(a) + ...+

(b− a)n

n!
f (n)(a) +

∫ b

a

(b− a)n

n!
f (n+1)(t)dt.

Preuve
On démontre le résultat par récurrence sur l'entier n. La formule est vraie lorsque n = 0

car, la fonction f étant de classe C(1) on a

f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(t)dt

M. DOSSO, mouhamadou.dosso@univ-fhb.edu.ci c©Version 2015 UNIVAC-ENS ()



31

Suppons que la formule soit vraie pour un entier n ≥ 0 et montrons qu'elle est encore

vraie pour l'entier n + 1. Soit f une fonction de classe Cn+2. Elle est en particulier de

classe Cn+1 ; nous pouvons alors écrire

f(b) = f(a) +
b− a

1!
f ′(a) + ...+

(b− a)n

n!
f (n)(a) +

∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

La fonction f (n+1) étant de classe C1, nous pouvons transformer le terme complementaire

par une intégration par parties en posant u(t) = f (n+1)(t) et u′(t) = (b−t)n
n!

. Nous obtenons

alors ∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt =

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

∫ b

a

(b− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t)dt.

Ce qui conduit à la formule voulue. �

La formule de taylor permet de donner une condition su�sante pour qu'une fonction

possède un développement en série entière.

Théorème 4.4.2 Soient r > 0 et f ∈ C∞ tel que f : ] − r, r[→ R. On suppose qu'il
existe M ∈ R tel que ∀n ≥ 0 et ∀x ∈] − r, r[, on a |f (n)(x)| ≤ M alors la série de Marc
Laurin de f converge uniformement vers f sur ]− r, r[.

Preuve
Soit x ∈]r, r[ ; d'après la formule de Taylor avec reste intégral nous pouvons écrire, pour

chaque entier n,

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
+ ...+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x)

avec

Rn(x)

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

Nous avons alors

|Rn(x)| ≤ |
∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt| ≤ rn+1

(n+ 1)!
M

puisque limn→∞
rn+1

(n+1)!
M = 0 le résultat en découle. �

Rappel de quelques resultats connus

1

1− x
=1 + x+ x2 + ...+ xn + .... =

+∞∑
k=0

xk

1

1 + x
=1− x+ x2 + ...+ (−1)nxn + ... =

+∞∑
k=0

(−1)kxk

Séries et Intégrales généralisées M. DOSSO, mouhamadou.dosso@univ-fhb.edu.ci c©Version 2015



32 Développement en série entière des fonctions usuelles

Ces séries
+∞∑
k=0

xn et
+∞∑
k=0

(−1)nxn convergent uniformement sur tout intervalle ] − ρ, ρ[

avec 0 < ρ < 1.

On en déduit en remplaçant x par x2 ; ce qui nous donne les développements suivants :

1

1− x2
=1 + x2 + x4 + ...+ x2n + .... =

+∞∑
k=0

x2k

1

1 + x2
=1− x2 + x4 + ...+ (−1)nx2n + ... =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

Les série suivantes
+∞∑
k=0

x2k et
+∞∑
k=0

(−1)kx2k convergent uniformement sur tout intervalle

[−ρ, ρ] avec 0 < ρ < 1.

Théorème 4.4.3 Soit α ∈ R. La série entière

+∞∑
n=0

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
xn = 1 +αx+

α(α− 1)

2!
x2 + ...+

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
xn + ...

(4.1)

converge uniformement vers la fonction (1 + x)α sur chaque intervalle [−ρ, ρ] tel que
0 ≤ ρ < 1.

Preuve
Si α ∈ N, on obtient le résultat par développemnt de (1 + x)α en utilisant la formule du

binôme. Supponsons que α 6∈ N.
Fixons un réel ρ ∈ [0, 1]. Nous savons que la série (??) a un rayon de convergence égal à

1.

Notons f la fonction dé�nie sur ] − 1,+∞[ par f(x) = (1 + x)α. Cette fonction f est de

classe C(∞) et, pour chaque entier 6=≥ 1, nous avons

f (n)(x) =α(α− 1)...(α− n+ 1)(1 + x)α−n

f (n)(t)(0) =(α(α− 1)...(α− n+ 1).

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée entre 0 et x (|x| < 1) donne

(1− x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + ...+

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
xn +Rn(x)

avec

�

Exemple 4.4.4
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•
√

1 + x = (1 + x)1/2 = 1 + x
2

+ ...+ (−1)n−1 1.3...(2n−3)
2.4....2n

xn + ...

• 1√
1+x

= 1− x
2

+ ...+ (−1)n 1.3...(2n−1)
2.4...(2n)

x2n + ...

• 1√
1−x = 1 + x

2
+ ...+ 1.3...(2n−1)

2.4...(2n)
x2n + ...

• pour |x| < 1, on a : log(1 + x) =

∫ x

0

dx

1 + t

log(1 + x) = x− x2

2
+ ...+ (−1)n−1x

n

n
+ ...

• pour |x| < 1, on a Arcsinx =

∫ x

0

dt√
1− t2

⇒ Arcsinx = x+
x2

2.3
+ ...+

1.3...(2n− 1)

2.4...(2n)

x2n+1

2n+ 1
+ ...

• ∀x ∈ R, Arctgx =

∫ x

0

dt

1 + t2
, on a donc pour |x| < 1,

Arctgx = x− x3

3
+ ...+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ ...

toutes les séries qui sont au second membre convergent uniformement sur tout
intervalle [−ρ, ρ] avec 0 < ρ < 1.
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Chapitre Cinq

Séries de Fourier

5.1 Rappels et calculs préliminaires

Soient x, y ∈ R, m,n, p, q ∈ N et k ∈ Z. On rappelle les égalitées suivantes :

cosx.cosy =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

sinx.siny =
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)]

sinx.cosy =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

De ces trois égalités, on en déduit les intégrales suivantes :

∫ π

−π
cos(px).cos(qx) =



2π si p = q = 0

π si p = q ≥ 1

0 si p 6= q

∫ π

−π
sin(px).sin(qx) =


π si p = q ≥ 1

0 si p 6= q ou bien si p = q = 0∫ π

−π
sin(px).cos(qx) =0
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36 Séries trigonométriques

Nous donnons d'autres égalités utililes pour ce chapitre

Rm(x) = 1 + eix + e2ix + ...+ eimx =

{
e
imx
2

sinm+1
2

sinx
2

si x 6= 2kx.

m+ 1 si x = 2kx

Sm(x) = 1 + cosx+ cos2x+ ...+ cosmx =

{
cosmx

2

sinm+1
2
x

sinx
2

si x 6= 2kπ.

m+ 1 si x = 2kπ.

Tm(x) = sinx+ sin2x+ ...+ sinmx =

{
sinmx

2

sinm+1
2
x

sinx
2

si x 6= 2kπ.

0 si x = 2kπ.

Dm(x) = Sm −
1

2
=

{
sin

(m+ 1
2

)x

2sinx
2

si x 6= 2kπ.

m+ 1
2

si x = 2kπ.

Km(x) =
1

m
[D0(x) + ...+Dm−1(x)] =

{
1

2m
[
sinmx

2

sinx
2

]2 si x 6= 2kpi.
m
2

si x = 2kπ

5.2 Applications périodiques

Dé�nition 5.2.1 On dit qu'une fonction f : R −→ C(ou R) est périodique de période
T ∈ R (on dit aussi T -périodique) si, ∀x ∈ C(ou R), on a f(x+ T ) = f(x).

Remarqons que l'ensemble des fonctions T -périodiques est un sous-espace vectoriel sur C.

Exemple 5.2.1 Les fonctions x 7→ sin x et x 7→ cos x sont 2π-périodiques (ici T = 2π) ;
la fonction x 7→ eix/T est (2π/T )-périodique.

N.B. : Une fonction dé�nie sur un intervalle de longueur T peut bien sur être identi�ée à

une fonction T -périodique.

On utilise constament la propriété élémentaire suivante.

Proposition 5.2.1 Soit f une application T -périodique. Si f est T -périodique et continue
par morceau sur [0, T ], alors pour tout x0 ∈ R, f est continue par morceau sur [x0, x0 +T ]

et l'on a ∫ x0+T

x0

f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt.

5.3 Séries trigonométriques

Dé�nition 5.3.1 Une série de fonctions de terme général fn est appélée série trigo-
nométrique, lorsqu'il existe deux suites (an)n≥0 et (bn)n≥1 de nombres réels, telles que
f0(t) = a0/2 pour tout t et, ∀n ≥ 1 et tout t, on a

fn(t) = ancos(nt) + bnsin(nt).
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En d'autres mots, la série est de la forme

+∞∑
n=0

fn(t) = a0/2 +
+∞∑
n=1

(ancos(nt) + bnsin(nt))

On écrit souvent la série trigonométriques sous forme exponenetielle. Posons :

c0 = a0/2 et ∀n ≥ 1, cn =
1

2
(an − ibn) et c−n =

1

2
(an + bn) .

On obtient

fn(t) = cne
int + c−ne

−int

qui conduit, au moins formellement, à l'écriture :∑
n≥0

fn(t) =
∑
n∈Z

cne
int.

Réciproquement il est clair qu'une série de fonctions du type
∑
n∈Z

cne
int est une série

trigonométrique, avec a0 = 2c0 et, pour n ≥ 1, an = cn+c−n, bn = i(cn−c−n). Le lecteur

devra pourtant prendre garde à cette notation dont l'interprétation précise fait l'objet de

la dé�nition suivante.

Dé�nition 5.3.2 On appelle, pour p ∈ N, p-ième somme partielle de la série trigonomé-
trique

∑
n∈Z

cne
int la fonction de R dans C dé�nie par

Sp =

n=p∑
n=−p

cne
int

On dira que la série est convergente (simplement, uniformément) lorsque la suite de fonc-
tions (Sp) converge (simplement, uniform´ement). On dira que la série converge norma-
lement si la série de fonctions (cne

int + c−ne
−int) converge normalement.

Lorsque les séries
∑
|an| et

∑
|bn| convergent, i.e. lorsque les séries

∞∑
n=0

an et
+∞∑
n=0

bn sont

absolument convergentes, on voit que la série trigonométrique correspondante converge

normalement. La fonction somme est alors (d'après le résultat général sur les séries de

fonctions) une fonction continue et 2π-périodique.

Proposition 5.3.1
L'ensemble D des points où la série trigonométrique converge simplement est invariant
sous l'e�et de la translation t 7→ t + 2π, et la fonction somme S est 2π-périodique. Si la
série converge normalement sur un intervalle I de D, la fonction S est continue sur I.
C'est notamment le cas lorsque les séries de termes généraux an et bn sont absolument
convergentes.
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38 Séries trigonométriques

Remarques 5.3.1
Si les séries

∑
|an| et

∑
|bn| convergent,

? La série
a0

2
+

+∞∑
k=1

akcoskx converge pour chaque réel x 6∈ 2πZ.

? La série
+∞∑
k=1

bksinkx converge ∀x ∈ R.

? Lorsque la série à terme général |an|+ |bn| converge, la série trigonométrique

a0

2
+

+∞∑
k=1

(akcoskx+ bksinkx)

est uniformement convergente sur R.

? Lorsque
+∞∑
n=1

nk(|an|+ |bn|) converge, la fonction égale à la somme de la série est

de classe Ck

Proposition 5.3.2 Soit
∑
n∈∈Z

cne
int une série trigonométrique normalement convergente

sur [−π, π] et S(t) sa fonction somme. Alors la fonction S(t) est continue sur R et l'on
a, pour tout n ∈ Z,

cn =
1

2π

∫ π

−π
S(t)e−intdt.

Si de plus la série trigonométrique
∑
n∈Z

S(t)e−int des dérivées est normalement convergente,

de somme S1, la fonction S est dérivable avec S ′ = S1.

Preuve
La fonction somme S est continue par la théorie générale et 2π-périodique. De plus on a∫ π

−π
S(t)e−iptdt =

∑
n∈Z

cn

∫ π

−π
ei(n−p)tdt.

On utilise alors le lemme suivant

Lemme 5.3.1 Soit k un entier relatif et I(k) =

∫ π

−π
eiktdt. On a

I(k) =

{
0 si k 6= 0

2π si k = 0

La dérivation de S est directement donnée par le théorème de dérivation des séries de

fonctions. �
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5.4 Séries de Fourier

Pour faciliter les notation, on suppose que toutes les fonctions sont 2π-périodiques,

c'est-à-dire que T = 2π. Si nous avons une fonction T -périodique (avec T 6= 2π), l'en-

semble des dé�nitions et résultats de ce chapitre s'applique s'appliquera aux fonctions

T -périodiques, à condition de remplacer à chaque fois les fonctions 2π-périodiques t 7→
cos(nt), t 7→ sin(nt) et t 7→ eint respectivement par les fonctions t 7→ cos(2πnt/T ),

t 7→ sin(2πnt/T ) et t 7→ e2iπnt/T qui sont T -périodiques. On note E l'ensemble des fonc-

tions 2π-périodiques et continues par morceaux sur chaque période. E est un espace vec-

toriel sur C( ou sur R si on se limite aux fonctions à valeurs réelles).

5.4.1 Coe�cients de Fourier

Dé�nition 5.4.1 Soit f une fonction 2π-périodique et continue par morceau sur [−π, π].
On appelle coe�cients de Fourier exponenetiels de f les nombres complexes cn dé�nis
pour tout n ∈ Z par

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt.

Les coe�cients de Fourier trigonométriques sont les nombres dé�nis par

a0(f) =

∫ π

−π
f(t)dt

an(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t)cos(nt)dt, pour n > 1,

bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t)sin(nt)dt, pour n > 1.

On convient parfois de prendre aussi que b0(f) = 0, pour faciliter l'écriture de certaines
formules.

Exercice 5.4.1 1. Calculer les coe�cients de Fourier de la fonction 2π-périodique f
dé�nie sur [0, 2π[ par f(x) = x2.

2. Soit f une fonction de E et g la fonction de E dé�nie par g(t) = f(t+ a) où a est
un réel �xé. Calculer les coe�cients de Fourier de g en fonction de ceux de f .

Remarques 5.4.1
Si S est la somme d'une série trigonométrique

∑
cne

int normalement convergente, les
coe�cients de Fourier trigonométriques de S sont les cn.
On donne ci-dessous quelques propriétés simples de ces coé�cients de Fourier.

1. La valeur moyenne de f sur une période est égale à a0.

2. Dans chacune des dé�nitions ci-dessus, l'intervalle [−π, π] peut être remplacé par
n'importe quel intervalle de longueur 2π.
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3. Si f est une fonction à valeurs réelles, an et bn sont réels et cn = c−n pour tout n.

4. Si f est une fonction paire, alors ∀n ≥ 1, bn(f) = 0.

5. Si f est impaire, alors ∀n ≥ 0, an(f) = 0.

6. On a, pour tout n ∈ N∗, les relations an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n) et cn =

(an − ibn)/2, c−n = (an + ibn)/2.

7. L'application E 3 f 7→ cn(f) ∈ C est linéaire :

cn(λ.f + µ.g) = λ.cn(f) + µ.cn(g).

8. On a l'estimation suivant :

|cn(f)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(t)|dt.

9. pour x ∈ R, on peut écrire

s(f)(x) =
1

π

∫ π

−π
f(t)[

1

2
+ costcosx+ sintsinx+ ...+ cos ntcos nx+ sin ntcos nx]dt

=
1

π

∫ π

−π
f(t)[

1

2
+ cos(t− x) + ...+ cos n(t− x)]dt

=
1

π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t)dt =

1

π

∫ π

−π
f(x− t)Dn(t)dt

=
1

π

∫ π

−π
[f(x+ t) + f(x− t)]Dn(t)dt.

La propriété suivante porte le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

Proposition 5.4.1 Soit f une fonction de E. Les suites (an(f)), (bn(f)), (cn(f)) et
(c−n(f)) (n ∈ N) des coe�cients de Fourier de f sont convergentes et ont pour limite
0.

Cette propriété ci-dessous montre que deux fonctions continues et distinctes ne peuvent

avoir les mêmes coe�cients de Fourier car il existerait un point où la di�érence de ces

deux fonctions serait continues et non nulles.

Proposition 5.4.2 Soit f une fonction continue par morceaux et périodique. S'il existe
un point c ∈ [−π, π] tel que f(c) 6= 0 et f soit continue en c, alors les coe�cients de
Fourier de f ne sont pas identiquement nuls.

5.4.2 Séries de Fourier. Cas des fonctions régulières

Nous venons de dé�nir les coe�cients de Fourier d'une fonction périodique f dont nous

avons seulement supposé qu'elle était continue par morceaux. On a la dé�nition suivante :
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Dé�nition 5.4.2 La série trigonométrique

s(f) =
a0(f)

2
+

+∞∑
k=1

[ak(f)cos kx+ bksin kx]

est appelée série de Fourier de f .

Exemple 5.4.1

La fonction
f : R → R

x 7→ π − x
2

est 2π-périodique sur [0, 2π]. f ∈ C1 par morceaux sur

[0, 2π]. on a an = 0 et bn = 1
n
, ∀n.

Alors s(f) =
+∞∑
n=1

sin nx

n
.

Nous nous intéressons maintenant a la série trigonométrique dont les coe�cients sont

les cn(f) et que l'on appelle série de Fourier de f . La question naturelle est de savoir si

cette série trigonométrique converge et dans ce cas si sa fonction somme est f . La question

naturelle est de savoir si cette série trigonométrique converge et dans ce cas si sa fonction

somme est f . Par contre, et c'est l'objet de ce paragraphe, on peut voir assez facilement

que c'est bien le cas pour les fonctions périodiques qui sont su�samment régulières, c'est

à dire plusieurs fois dérivables. On a cette premier résultas :

Proposition 5.4.3 Soit k un entier strictement positif, f une fonction 2π-périodique,
(cn(f)) la suite des coe�cients de Fourier exponentiels de f . Si f est k fois continument
dérivable sur R, alors il existe un réel M > 0 tel que pour, tout n ∈ Z \ 0, on ait

|cn(f)| ≤ M

|n|k
.

Preuve
Supposons que f est continument dérivable. En intégrant par parties et puisque f(2π) =

f(0), on obtient :

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt =
1

in

1

2π

∫ 2π

0

f ′(t)e−intdt,

et donc :

|cn(f)| ≤ 1

|n|
sup{|f ′(t)|, t ∈ [0, 2π]}.

Dans le cas d'une fonction f de classe Ck avec k > 1, il su�t de montrer par récurrence

de la même manière que :

cn(f) =
1

(in)k

∫ 2π

0

f (k)(t)e−intdt,
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de sorte que

|cn(f)| ≤ 1

|n|k
1

2π

∫ 2π

0

|f (k)(t)dt.

On peut prendre M =
1

2π

∫ 2π

0
|f (k)(t)|dt ou M = supt |f (k)(t)|. �

On en déduit la proposition suivante

Proposition 5.4.4 Si f est une fonction 2π-périodique de classe Ck sur R avec k ≥ 2,
alors la série de Fourier de f est normalement convergente et sa somme est f .

Preuve
Puisque l'on a |cn(f)| ≤ M/n2, la série trigonométrique

∑
cn(f)eint est normalement

convergente. On a vu que les coe�cients de Fourier de la fonction somme S sont alors

égaux à ceux de la fonction f . Puisque f et S sont continues, la proposition 5.4.2 entraine

l'égalité f = S. �

N.B. : La Proposition 5.4.4 dit que toute fonction f(t) 2π-périodique su�samment

régulière peut s'écrire (à une constante près) comme superposition d'harmoniques, c'est

à dire de fonctions de la forme akcos(kx) et bksin(kx). Ces fonctions ont T = 2π/k pour

période, et pour fréquence ν = 1/T = k/2π. Le spectre du signal f(t) est alors l'ensemble

des entiers k pour lesquels ck 6= 0, et l'énergie du signal à la fréquence k/2π est par

dé�nition le nombre réel positif.

|ck| =
√
a2
k + b2

k.

Exercice 5.4.2 Soit f la fonction paire et 2π-périodique dé�nie par f(x) = x(π− x) sur
[0, π]. Calculer ses coe�cients de Fourier trigonométriques et montrer l'égalité

π2

6
=
∑
n≥1

1

n2
.

5.4.3 Convergence au sens de Cesaro

On rappelle que lorsqu'une suite (xn)n≥1 de réels converge vers l ∈ R, alors la suite

des moyennes
(
x1+x2+...+xn

n

)
n≥1

est convergent vers l.

Cependant, la suite des moyennes peut être convergentes sans que la suite initiale converge.

Exemple :((−1)n)n≥1.

Dé�nition 5.4.3 On dit qu'une suite (xn)n≥1 converge au sens de Cesaro lorsque la suite
des moyennes

(
x1+x2+...+xn

n

)
n≥1

est convergentes.
Soit f une fonction 2π-périodique et continue par morceau sur [0, 2π].
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∀m = 1, 2, ... et x ∈ R, on a

σm(f)(x) =
1

m

m−1∑
k=0

sk(f)(x) =
1

π

∫ π

−π
f(x− t)[D0(t) + ...+Dm−1(t)

m
]dt

=
1

π

∫ π

−π
f(x− t)Km(t)dt =

1

π

∫ π

0

[f(x+ t) + f(x− t)]Km(t)dt

Théorème 5.4.1 Soit f une fonction 2π-périodique de R→ R qui est, de plus, continuue
par morceaux sur ]− π, π[

∀x ∈ R, la suite (σm(f)(x))m≥1 converge vers 1
2
[f(x+) + f(x−)].

5.4.4 Théorème de convergence simple de Dirichlet

On dira qu'une fonction f continue par morceaux sur [0, 2π] est continument dérivable

par morceaux (on dit aussi C1 par morceaux) sur cet intervalle s'il existe une partition de

[0, 2π[ constituée d'un nombre �ni d'intervalles [aj, bj[ tels que f est dans chacun de ces

intervalles ]aj, bj[ la restriction à ]aj, bj[ d'une fonction de classe C1 sur [aj, bj].

Théorème 5.4.2 (Théorème de Dirichlet) Soit f une fonction (2π)-périodique, conti-
nûment dérivable par morceaux et x0 ∈ [0, 2π]. Alors la série de Fourier de f converge
simplement en x0 et sa somme est

f(x+
0 ) + f(x−0 )

2

où f(x+
0 ) et f(x−0 ) sont les limites à droite et à gauche de f en x0. Si de plus f est continue

en x0, sa série de Fourier converge simplement en x0 vers f(x0).

5.4.5 Convergence de s(f)

Lemme 5.4.1 Si f ∈ C(1) par morceaux dé�nie sur l'intervalle [a, b] alors il existe A ∈ R
tel que

∀n ≥ 1, |
∫ b

a

f(t)cos ntdt| ≤ A

n
et |

∫ b

a

f(t)sin ntdt| ≤ A

n

Théorème 5.4.3 (de Hardy )
Soit (xn)n≥0 ⊂ R (ouC). On suppose qu'il existe A ∈ R tel que ∀n ∈ N, on a |xn| ≤ A

n
.

On note , ∀n ≥ 1,

sn =x1 + ....+ xn pour n ≥ 0

σn =
s1 + ...+ sn

n
pour n ≥ 1

Alors, si la suite (σn)n converge vers un réels s, la suite (sn)n converge aussi vers s.
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5.4.6 Convergence en moyenne d'ordre 2 ( Formule de Parseval)

Théorème 5.4.4 Soit f une fonction de R dans R, 2π-périodique et continue par morceau
sur [−π, π]. Alors

1) lim
n→+∞

∫ π

−π
|f(x)− sn(f)|2dx = 0 (converge en moyenne d'ordre 2) ;

ii)
1

π

∫ π

−π
|f(t)|2dx =

a2
0

2
+

+∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) ( formule de Parseval ).

Exemple 5.4.2 La formule de Parseval, appliquée à la fonction 2π-périodique f égale à
π−x

2
sur [0, 2π], donne

1

π

∫ 2π

0

(π − x)2

4
dx =

π2

6
=

+∞∑
n=1

1

nn

Exemple 5.4.3 Soit f : R → R 2π-périodique égale à 1 − x2

π
sur [−π, π]. Calculer les

coe�cients de Fourier de f . En déduire les valeurs de :∑
n≥1

1

n2
;
∑
n≥1

1

(2n− 1)2
;
∑
n≥1

1

n4

Solution

f est paire ⇒ ∀n bn(f) = 0 par ailleurs, a0 = a0(f) = 1
π

∫ π
0

(1− t2

π2 )dt = 4
3
et

∀n ≥ 1, an = an(f) =
2

π

∫ π

0

(1− t2

π2
)cos ntdt =

−2

π3

∫ π

0

t2cos ntdt

an = (−1)n+1 4
n2π2 ( après une double intégration ).

La fonction f est continue de classe C(1) par morceaux. Sa série de Fourier converge
simplement ( et même uniformement ) vers f . Ce qui s'écrit

∀x ∈ [−π, π], f(x) = 1− x2

π2
=
a0

2
+

+∞∑
n=1

ancos nx =
2

3
− 4

π2

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx

- si x = π, on a : 0 = 2
3
− 4

π2

∑+∞
n=1

1
n2 ⇒

∑+∞
n=1

1
n2 = π2

6
;

- si x = 0, on a : 1 = 2
3
− 4

π2

∑
n≥1

(−1)n

n2 ⇒
∑+∞

n=1
(−1)n

n2 = −π2

12

donc
+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=

1

2
[
+∞∑
n=1

1

n2
−

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
]

=
1

2
(
π2

6
+
π2

12
) =

π2

8
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D'après l'égalité de Parseval, on a :

4

9
+

1

2

+∞∑
n=1

16

n4π4
=

8

15
, donc

+∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90

∫ π

−π
|f(x)|dx = π[

|a0|2

2
+

+∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2)]
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Deuxième partie

Travaux dirigés et Anciens sujets

d'Examen
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Chapitre Six

Travaux Dirigés

TRAVAUX DIRIGÉS N◦ 1 de D'ANALYSE 3

Exercice 6.0.1 Convergence et calcul des intégrales suivantes.

(i)

∫ +∞

0

e−xdx. (iv)

∫ +∞

−∞

dx

1 + x
. (vii)

∫ +∞

0

earctan x

1 + x2
dx.

(ii)

∫ +∞

1

dx

x2
. (v)

∫ +∞

0

xe−x
2

dx. (viii)

∫ +∞

2

dx

x2 − 1
.

(iii)

∫ 1

0

dx√
x
. (vi)

∫ +∞

0

xe−xdx. (ix)

∫ π/2

0

cos x√
sin x

.

On rappelle que limA→+∞ arctanA = π
2
et limA→−∞ arctanA = −π

2
.

Exercice 6.0.2 Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra chercher leur
primitifs.

(i)

∫ +∞

0

dx

x2
. (ii)

∫ +∞

0

dx√
x
. (iii)

∫ +∞

0

exdx. (iv)

∫ 0

−1

dx

x(x+ 2)
.

Exercice 6.0.3 Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra comparer à des
intégrales de références.

(i)

∫ +∞

1

1− cos x
x2

dx. (iii)

∫ +∞

0

x2

1 + x17/5
dx. (v)

∫ 1

0

ex

x
dx.

(ii)

∫ 1

0

cos x√
x
dx. (iv)

∫ 1

0

x2 + 1

x
dx. (vi)

∫ 1

−∞

ecos x

x
dx.

Exercice 6.0.4

(i) Montrer que
∫ +∞

0
x2

(1+x2)2
dx converge.

(ii) En faisant le changement de variable x = tanθ, calculer l'intégrale précedente. On
rappelle que sin2θ = 1

2
(1− cos(2θ)) et limA→+∞ arctanA = π

2
.
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Exercice 6.0.5

(i) Montrer que
∫ +∞

2
4x
x4−1

dx converge.

(ii) Véri�er que
1

x4 − 1
=
−2x

x2 + 1
+

1

x− 1
+

1

x+ 1
.

(iii) En déduire la valeur de l'intégrale.
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TRAVAUX DIRIGÉS N◦ 2 de D'ANALYSE 3

(Séries Numériques et Suites et séries de fonctions)

Exercice 6.0.1 Étudier les séries de terme général :

1. un = 1−
∫ 1

0
(1− x)

1
ndx 6. zn = n+cos n

en+sin n

2. vn =
∫ π
n

0
sin3 x
1+x

7. an = 1√
n
sin(π

n
)

3. wn = ( 1
n
)

1
n 8. bn = sin n

n
√
n

4. xn = ln(1 + 1
n
) 9. cn =

∫ (n+1)π

nπ
e−t√
t
cos tdt

5. yn = nn

(2n)!
10. dn =

√
1 + (−1)n√

n
− 1

Exercice 6.0.2 Soit α ∈ R+∗. On pose, pour n ≥ 1,

un =
n∑
k=1

1

(n2 + k)α
.

Étudier la nature de la série
∑

n≥1 un.

Exercice 6.0.3 Nature et somme des séries suivantes :

1.
∑
n≥0

n2 + 3n

n
2.
∑
n≥0

n2 + 2n

n!
3.
∑
n≥1

ln

[
(n+ 1)2

n(n+ 2)

]
.

Exercice 6.0.4

1. Décompososer en éléments simples la fraction 6
n(n+1)(2n+1)

.

2. Sommer la série
∑

n≥1
1

12+22+...+n2 .

Exercice 6.0.5
Étudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

a) fn(x) = xn, pour x ∈ [0, 1]. d) fn(x) = nex+xe−x

n+x
, pour x ∈ [0, 1].

b) fn(x) = xn, pour x ∈ [0, a] avec a < 1, e) fn(x) = e−nxsin(nx) pour x ∈ R+, pour
pour x ∈ [0, 1[ x ∈ [a,+∞] (avec; a > 0).

c) fn(x) = xn(1− x), pour x ∈ [0, 1]. f) fn(x) = nx, pour x ∈ [0, 1
n
[,

fn(x) = n(x−1)
1−n , pour x ∈ [ 1

n
, 1]

Exercice 6.0.6
Soit n > 1 et fn : R→ R la fonction dé�nie par

fn(t) = et − (1 +
t

n
)n si t > −n, fn(t) = et si t ≤ −n.
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a) Montrer que la restriction de fn à [0,+∞[ est croissante. En déduire que (fn)n≥1

converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [0, a] avec a > 0.

b) Montrer que la restriction de fn à ] −∞, 0[ est positive, atteint son maximum en
un point xn et que la suite (xn)n≥1 admet −2 pour limite.

c) En déduire que (fn)n≥1 converge uniformément sur ]−∞, 0[.

Exercice 6.0.7
Fonction dé�nie par une série

f(x) =
∞∑
n=0

(arctan(x+ n)− arctan(n))

1) Étudier la convergence simple, uniforme, de f

2) Montrer que f est de classe C(1) sur R.
3) Chercher une relation simple entre f(x) et f(x+ 1).

4) Trouver limx→+∞f(x).

Exercice 6.0.8 Convergence de f (n)

Soit f ∈ C(1)(R). On dé�nit la suite (fn)n≥Nset par fn = f (n) (dérivée n-ème). On suppose
que (fn)n>1 converge uniformément vers ϕ. Que peut-on dire de ϕ ?

Exercice 6.0.9
∑
sin(n)/n

Pour n ∈ N∗ et x ∈ [−1, 1] on pose un(x) = xnsin(nx)
n

.

1) Montrer que la série
∑∞

n=1 un(x) converge uniformément sur [−1, 1] vers une fonc-
tion continue, f .

2) Justi�er la dérivabilité de f sur ]− 1, 1[ et calculer f ′(x). En déduire f(x).

3) En déduire la valeur de
∑∞

n=1
sin n
n

.
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(Séries entières et séries de Fouriers)

Exercice 6.0.1 Calculer les rayons de convergence R et les somme des séries entières
suivantes

a)
∑
n≥0

n2xn c)
∑
n≥2

n

n2 − 1
xn

b)
∑
n≥0

x3n+1

3n+ 1
d)
∑
n≥1

xn

n(n+ 1)

Etudier ces séries en x = R et x = −R.

Exercice 6.0.2 Calculer la somme de la série entière de terme général un(x) = xn

n
cox2nπ

3
.

Exercice 6.0.3 Dévélopper en série entière la fonction f : 7→ ln(x2 + 2x+ 4).

Exercice 6.0.4 Déterminer une série entière solution de{
y” + xy = x2 + x+ 2

y(0) = 1 y′(0) = 1

Exercice 6.0.5 Soit S(x) =
∑+∞

n=1
(−1)nx2ne−nx

n

1) Montrer que S est continue sur [0,+∞[

2) Montrer que S est dérivable sur [0,+∞[

3) Calculer S ′(x) sur [0,+∞[ et en déduire S(x)

Exercice 6.0.6

1) Déterminer une série entière solution de l'équation di�érentielle{
xy”− y = x2 + x− 1

y(0) = 1, y′(0) = 1

2) Sur l'intervalle [−A,A], établir une majoration du reste d'ordre N de la série,
majoration indépendante de x.

Exercice 6.0.7 Dévélopper en série de Fourier la fonction 2π-périodique impaire de�nie
sur [0, π] par f(x) = x(π − x)

En déduire A =
∑+∞

n=0
(−1)n

(2n+1)3
B =

∑+∞
n=0

1
(2n+1)6

Exercice 6.0.8 Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique dé�nie sur ]−
π, π[ par f(x) = x2

En déduire A =
∑+∞

n=1 , B =
∑+∞

n=1
(1)n−1

n2 , C =
∑+∞

n=0
1

(2n+1)2
, D =

∑+∞
n=1

1
n4 et E =∑+∞

n=0
1

(2n+1)4
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54 CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGÉS

Exercice 6.0.9 Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique dé�nie sur ]−
π, π[ par f(x) = |sin x|
En déduire

∑+∞
n=1

1
4n2−1

.

Exercice 6.0.10 Soit f de période 2π telle que f(x) = x2 + πx sur ]− π, π[

1) Former le développement en série de Fourier trigonométrique de f ainsi que la
formule de Parsevale pour f
En déduire

∑+∞
n=1

(−1)n

n2 puis
∑+∞

n=1
1
n2

2) Déduire le dévéloppement de F de période 2π telle que F (x) =
∫ x

0
f(t)dt

En déduire
∑+∞

n=1
1
n6 .

Exercice 6.0.11 Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f de
de période 2π telle que f(x) = cosx

2
+ sinx

x

En déduire la valeur de la valeur de
∑+∞

n=1
1

4n2−1

Exercice 6.0.12 Soit f la fonction de période 2π telle que

f(x) =

{
−πx sur ]− π, 0[

x2 sur ]0, π[

et soit a0 +
∑+∞

n=1(ancos nx+ bnsin nx) son développement en série de Fourier.

1) Déterminer en fonction de an et bn les coe�cients des développements en série de
Fourier de f ′, f” et f

′”

2) En déduire pour n > 0 les valeurs de an et bn

3) A partir du développement en série de Fourier de f ′, calculer
∑+∞

n=1
1

(2k+1)2

4) A partier du dévéloppement en série de Fourier de f calculer a0 et
∑+∞

n=1
(−1)n

n2

5) Déduire du développement en série de Fourier de f ′ la valeur de
∑+∞

k=0
1

(2k+1)4
.
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